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Mantik Devreleri
2. Bolim

Boole Cebri

Feza Kerestecioglu
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Bir cebirin temel unsurlari:  Kiime, islem(ler), aksiyom
Kiime, ortak bir 6zellige sahip elemanlarin olusturdugu bir topluluktur.

Ornekler:

Gergel sayilar kiimesi: R 3’e boliinebilen tamsayilar kiimesi: Z;

31€R 727,

ikili islem kiimedeki bir eleman ¢iftine, (mutlaka kiimede olmas1 gerekmeyen) benzersiz baska bir eleman atayan
bir kuraldir.

Z=Xx*y xES,yES
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Temel Tanimlar

1. Kapahlik: S igin (*) islemi altinda kapaliligin gerek ve yeter kosulu:
(a*b)eS YabeS
2. Birlesme: (*) isleminin S kiimesindeki birlesme 6zelligi i¢in gerek ve yeter kosul:
(axb)*c=ax*(b*c) YV a,b,ceS

3. Sirabagimsizlik: (*) isleminin S kiimesindeki sirabagimsizlik 6zelligi i¢in gerek ve yeter kosul:
a*b=b%*a VabeS

4. Etkisiz Elemanin Olmasi: S kiimesinin bir etkisiz elemaninin e € S olmast igin gerek ve yeter kosul:

exa=a*e=a Yae$S

5. Ters Elemamin Olmas:: Etkisiz elemani e olan S kiimesinin (*) islemine gore bir tersinin olmasi i¢in gerek ve yeter

kosul: Her @ € S elemant i¢in
ax*b=c¢e
esitligini saglayan bir b eleman1 olmasi

a*x(bxc)=(a*xb)x(a*c)
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Ya,b,ceS

6. Dagilma: (*) isleminin bir bagka (x) islemi iizerinde dagilma 6zelliginin olmasi igin gerek ve yeter kosul

Bogazi¢i Universitesi Ar-Ge Okulu

Temel Tanimlar

Ornekler:
Yarigrup: Kapalilik ve birlesme 6zelligini saglayan (S, *)

(N, +) bir (sirabagimsiz) yarigrubu

Halka: Asagidaki 6zellikle saglayan (S, +, x)
* (+) kapalilik ve birlesme 6zelligini saglar; etkisiz elemani ve tersi vardir;
* (x) kapalilik ve birlesme 6zelligini saglar;
* (x) isleminin (+) lizerinde dagilma 6zelligi vardir.

(Z, +, x) (sirabagimsiz) halkasi (P, +, x) (sirabagimsiz) halkasi

Cisim: (S, +, x)

tersleri vardir.
* (x) isleminin (+) lizerinde dagilma 6zelligi vardur.
(R, +, x) cismi — Gergel sayilar cebri
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* Hem (+) hem de (x), kapalilik, birlesme ve sirabagimsizlik 6zelliklerini saglarlar, etkisiz elemanlar1 ve

Bogazigi Universitesi Ar-Ge Okulu




3/16/2026

Boole Cebrinin Aksiyomatik Tanimi

. B kiimesi (+) ve (-) islemlerine gore kapalidir.

—_

2. (+)ve (-)islemlerine gore etkisiz elemanlar1 vardir:
x+0=0+x=x

VxeB
x-1=1-x=x
3. Hem (+) hem de (-) islemi sirabagimsizdir:
+ty=y+
rry=res Vx,yeB
X-y=y-x

4. Hem (+) hem de (-) isleminin digeri iizerine dagilma 6zelligi vardir:
x-(y+z)=x-y+x-z
»+2) Y Vv x,y,zeB
x+(y-z)=(x+y)-(x+2)
5. Herx e Belemant igin, x+x'=1 ve x-x'=0 esitliklerini saglayan bir ve sadece bir x'e B eleman1 vardur.

6. B kiimesinde en az iki farkli eleman vardir:
x,yeB a3x#y
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Boole Cebrinin Aksiyomatik Tanimi

Onemli noktalar:

1. Her aksiyomda (+) <> (:) ve 0 <> 1 dualitesi vardir.

2. Birlesme 6zelligi hem (+) hem de () i¢in gegerlidir; ama bir aksiyom degildir.
3. (+)islemi (-) iizerine dagilma &zelligine sahiptir.
4

. Ne (+), ne de () isleminin tersi vardir.
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Boole Cebrinin Aksiyomatik Tanimi

+| 0 1 Joooa
B=1{0,1} o] 0 1 ol 0 o
111 1 11 0 1
Aksiyomlar1 kontrol edelim:
Kapahhik: Tablolarda goriilityor.
Etkisiz elemanlar:
0+0=0+0=0, 0+1=1+0=1 0, (+) i¢in etkisiz elemandir.
1-0=0-1=0, 1-1=1-1=1 1, () i¢in etkisiz elemandir.
Sirabagimsizhik: Tablolarda goriiliiyor.
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Boole Cebrinin Aksiyomatik Tanimi

Aksiyomlar1 kontrol edelim:
Dagilma: x-(y+z)=x-y+x-z
b y z |y+z| x@+z2)|x-y|x-z|x-ytx-z
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 1 0 0 0 0
0 1 0 1 0 0 0 0
0 1 1 1 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0
1 0 1 1 1 0 1 1
1 1 0 1 1 1 0 1
1 1 1 1 1 1 1 1
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Boole Cebrinin Aksiyomatik Tanimi

Aksiyomlar1 kontrol edelim:

Tiimleyenlerin varhg::

B’deki eleman sayisi:

+| 0 1 oo
B=1{0,1} 0| 0 1 0| 0
1 1 1 1 o

0+1=1and 0-1=0
1+0=1and 1-0=0

0=1
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Baglica Teoremler

Teorem: x+x=x

Tamit: x+x=(x+x)-1
=(x+x) (x+x")
=x+x-x
=x+0
=X

Teorem: x+1=1

Tanit: x+1 =1-(x+1)
=(x+x)-(x+1)
=x+x"-1
=x+x

=1

Teorem: X

X=X

(Etkisiz eleman) Tanit:  x-x =x-x+0
(Timleyen) =x-x+x-x
(Dagilma) —x (x4 x)
(Ttimleyen) =x-1
(Etkisiz eleman) =X

Teorem: x-0=0
(Etkisiz eleman) Tamt: x+1=1 tanitinin duali

(Tumleyen)
(Dagilma)
(Etkisiz eleman)
(Tumleyen)
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Baslica Teoremler

'

Teorem: (x') =x
Tanit: ,
(x')’niin tiimleyeni: (x')
(x")’niin timleyeni: x Ciinkdi, x+x'=1 ve x-x'=0

Tiimleyenin tekliginden dolay1, (x) =x

Teorem (Sogurma): x+x-y=ux Teorem: x-(x+y)=x
Tamit: x+xy=x-1+xy Tanit: Dualite yoluyla
=x-(1+y)
=x-(y+1)

=x-1
=X

De Morgan teoremleri:

(x+y)=x"-) (x-y)=x"+)
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Boole Fonksiyonlari
F: B"—>B
X y z F, F, F; Fy
0 0 0 0 0 0 0
F =xyz oo 1| o | 1] 1]1
F,=x+)'z 0 1 0 0 0 0 0
F=xyz+xyz+x)y' 0 1 1 0 0 1 1
Fy=xy' + 'z tfofo] of 1|1 |1
1 0 1 0 1 1 1
1 1 0 1 1 0 0
1 1 1 0 1 0 0
F=F
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Boole Fonksiyonlari

'
F =xyz F,=x+)'z
X
— N F,
y —DO—
—_
ol ;
F=xy'z+xyz+xy' .
F,=xy"+x'z
x X
Fy y _|>O £,
: S
] z
z
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Boole Fonksiyonlari

Literal: Uslii veya iissiiz bir degisken

Genelde, Boole fonksiyonlarini olabildigince az literal ile ifade etmek isteriz.

Ornekler:

x+xy=(x+x)(x+y)=l-(x+y)=x+y

x-(X'+y)=xx"+xy=0+xy=xy

Xyz+xyz+xy =xz()'+y)+xy' =x"z+xy'
xy+x'z+yz=xy+xz+yz(x+x)=xy+x'z+xyz+x'yz=xy(+z)+xz(1+ y) =xy+x'z

(+NE +2)(y+2) = (x+ ) +2)
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Boole Fonksiyonlari

Fonksiyonlarin tiimleyenleri De Morgan teoremlerini uygulayarak elde edilebilir.

(A]+A2+...+An)':A]'.A£ ..... A

(4 -4y A) =4 +A4+-+A4,

Ornekler:

F=x'yz'+x'y'z

H=Ey'+xy'z) =(X'yz) - (¥'y'2) =(x+)'+2)-(x + y+2)

Diger bir yol da dual fonksiyonun her literalini timlemektir.
Fiduali=(x"+y+2z)("+y +2)
Fi=@x+y +2)(x+y+2)
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Temel Bi¢imler

n tane farkli degiskenin literallerinin VE-lenmesi ile bir asal terim (ya da asal ¢arpim) elde edilir.
Benzer sekilde, n farkli degiskenin literallerinin VEYA-lanmasi ile de bir asal toplam elde edilir.

n tane degisken igin, 2" asal terim ve asal toplam tanimlanabilir.

Asal toplamlar

X y z | Asal terimler

0 0 0 x'y'z" my
0 0 1 x'y'z  m
0 1 0 x'yz’ m,
0 1 1 xX'yz  my
1 0 0 xy’z’ my
1 0 1 xy’'z  ms
1 1 0 xyz'  mg
1 1 1

xXyz my

x+y+tz
x+y+z’
x+ty'+z
x+y'+z’
x'+ty+z
x'+y+z’
x'+y’+z
x'+y’+z’
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Temel Bicimler

Bir fonksiyon, degerinin 1 oldugu bagimsiz degiskenlerin literallerine karsilik gelen asal terimlerin toplami (VEYA)
olarak ifade edilebilir.

Benzer sekilde, fonksiyonun degerinin 0 oldugu bagimsiz degiskenlerin literallerine karsilik gelen asal toplamlarin
carpimt (VE) olarak da ifade edilebilir.

x |y z F, F, F=xy'7+xy'z +xy'z F =3(0,4,5)=11(1,2,3,6,7)
lojofjofi]o =my+my+mg =M, -My-My-Ms-M,

0 0 1 0 1

0 | 0 0 | F=x'yz+x'yz' +x'yz+xyz' +xyz

0 1 1 0 0 SF=+y+z2)x+y +2)(x+y +2)x"+y +2)x'+y' +2")

1 0 0 1 0

1 0 | ) 1 E=xyz+x'yz'+xyz+xyz F,=3(1,2,5,7) =T1(0,3,4,6)

| | 0 0 0 =my+my+ms+m;=My-My-M, -Mg

1 ! 1 0 1 =(x+y+2)(x+ )y +2)x+y+2)(xX"+)y' +2)

Goriiliiyor ki, n tane degiskenin 2% farkls fonksiyonu yazilabilir.
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Temel Bi¢imler

Ornekler:

F = x+ 'z fonksiyonunu asal terimlerin toplami olarak ifade edelim.

x=x(y+y)=xy+xy =xy(z+2)+xy'(z+2)=xyz+xyz' +xy'z+xy'z
Vz=(x+x)yz=xyz+x'y'z

S F=xyz+xyz' +xy'z+xy' 2+ x)2+x'y'z=xyz+xyz' +xy'z+xy'z' +x'y'z

=2(1,4,5,6,7)

F =xy+ x'z fonksiyonunu asal toplamlarin ¢arpimi olarak ifade edelim.
F=xy+x'z= (xy+x')(xy+z)=M(y+x')(x+z)(y+z)
X+y=x'+y+zz’=(xX+y+2) (X' +y+2)

Xt+z=x+z+yy =(x+y+z)(x+)y +z)
y+z=xx'+y+z=(x+y+z2) (X' +y+2)

SF="+y+z2)xX"+y+2)x+y+z)(x+y'+z) =M, -Ms-M,-M, =11(0,2,4,5)
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Temel Bicimler

SF=('+y+2)x+y+2)x+y+2)(x+y'+z) =M, -Ms-My-M,=T11(0,2,4,5)
F'=T1(1,3,6,7)=M,-M;-M¢-M,
F=(WM;-My-Mg-M;)=M{+M;+M{+M,=m+m;+mg+m;=Y(1,3,6,7)

Temel bigimleri dogrudan birbirine doniistiirebiliriz:
G=T11(1,4,6)=>(0,2,3,57) H=X(0,2,6,7)=T11(1,3,4,5) n=3

Standart Bigimler:
Carpimlarin toplami:  Fi(x,y,z)=y+xy+x'yz

Toplamlarin ¢arpimi:  F,(w,x,y,z) = y(x+ z)(x + z + w)

Herhangi bir ifadeyi standart bigime getirmek i¢in dagilma kurallarini kullanabilirsiniz.
F,=(4AB+CD)A'B'+C'D") = AM+ A'B'CD+ ABC'D' + QG'Dﬁ’ =A'B'CD+ ABC'D’

@ Noroteknolojik Coziimler Platformu Bogazigi Universitesi Ar-Ge Okulu

x y|\F, F, F, F5 F, F; F¢ F;, Fy Fy Fy Fy Fy, F3 Fiy Fis
o 0j0 O O O O o0 o0 0 1 1 1 1 1 1 1 1
o 110 0 O O 1 1 1 1 0O 0 0 0 1 1 1 1
1 o0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1
1 110 1 0 1 0o 1 0 1 0 1 0o 1 0 1 0 1
/ / ® +
Fy(x,y)=0 Sifir isleci Fy(x,y)=x"y Engelleme (y, ama x degil)
=y/x
Fi(x,y):)C~y VE :D_ F;-(x,y):y Aktarim
F,(x,y)=x-)y"  Engelleme (x, ama y degil) Fy(x,) =xy+xy  Ozel-VEYA :)D_
=x/y —x®y
F(x,y)=x Aktarim isleci —| >
3 B(xy)=x+y VEYA ) >—
@ Noroteknolojik Coziimler Platformu Bogazigi Universitesi Ar-Ge Okulu

20



Ikili Islemler

3/16/2026

Rx,y)=x"y'=(x+y)
:xiy

Fo(x,y) =xy +x'y’
= x@y

Fo(x, )=y

VEYA-DEGIL ) >— Fo(x,)=x'

Esitlik, Ozel VEYA-DEGIL

=P
Tiimleme —[>o—

Fi1(x,y) =(x'y) =x+4+y" Gerektirme (y ise x) Fs(x,y)=1

=yDx

@ Noroteknolojik Coziimler Platformu

x y|\Fy F\ F, Fy F, Fs Fg F; Iy Fy Fyy Fy Fy F3 Fiy Fis
oo0/f0 o0 o0 o0 o0 o0 o0 o0 1 1 1 1 1 1 1 1
o140 o0 o0 o0 1 1 1 1 o0 O O o 1 1 1 1
1 0,0 o 1 1 o0 o 1 1 o0 o0 1 1 o0 O 1 1
1 1,0 1 o0 1 o0 1 o0 1 o0 1 O I o0 1 0 1
/ / ® + \ © ' o ' o571
! Tiimleme

Fis(x,y) =x"+y=x>y Gerektirme (x ise y)

Fia(t,y)=(x-y) =x1y VEDEGIL - »—

Birim iglemi

Bogazi¢i Universitesi Ar-Ge Okulu

Ikili Islemler

1 -

VE kapist

VE-DEGIL kapis

Io— b O

VEYA kapist Tampon kapt

. Tersleyici
VEYA-DEGIL kapis1

@ Noroteknolojik Coziimler Platformu

(DEGIL kapis1)

x+y x —d (XYY =x+y
=1

0Ozel-VEYA kapisi

D= D T D

Esitlik kapist

Bogazigi Universitesi Ar-Ge Okulu
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Cok Girishi Kapilar

VE-DEGIL ve VEYA-DEGIL kapilarmin birlesme 6zelligi yoktur.

ET W Tz =((xy)z) =xy+2'=%(0,2,4,6,7)
= (xTy)TzixT(yTz)
xT (71 2) =(x(yz)) =x'+ yz =3(0,1,2,3,7)

Tanim geregi: x Ty Tz =(xyz) fEI:}x_TyTZ xdiydz=(x+y+z) iax—‘l’yi,z
Y z

X y z X @ y @ z
0 0 0 0
Ozel-VEYA ve Esitlik kapilart birlesme 6zelligine sahiptir. 0 0 1 1
0 1 0 1
1 1
)Jg —\ x®yDz 0 0
7z ] 1 0 0 1
1 0 1 0
1 1 0 0
1 1 1 1
@ Noroteknolojik Coziimler Platformu Bogazigi Universitesi Ar-Ge Okulu
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Ogrenme Ciktilar

Neler 6grendik:

* Cebirlerin temel unsurlari
* Boole Cebrinin aksiyomlari

* Boole fonksiyonlarini temsil eden cebirsel ifadeler, dogruluk tablolar1 ve devre semalarini birbirine
gevirme

* Boole fonksiyonlarini cebirsel islemlerle sadelestirme

* Boole fonksiyonlarinin duallerini ve tiimleyenlerini bulma

* Boole fonksiyonlarini ¢arpimlarin toplami ve toplamlarin ¢arpimi olarak ifade etme

* Boole fonksiyonlarini asal terimlerin toplami ve asal toplamlarin ¢arpimi olarak ifade etme

* Temel ikili islemlerin sembolleri ve dogruluk tablolart

@ Noroteknolojik Coziimler Platformu Bogazigi Universitesi Ar-Ge Okulu
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Devam edecek...

kerestec(@khas.edu.tr

-—|a é Néroteknolojik Bogazici Universitesi
s Cozimler Platformu Ar-Ge Okulu
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